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GROUPES FONDAMENTAUX DES VARIE´TE´S DE DIMENSION 3
ET ALGE`BRES D’OPE´RATEURS
Pierre de la Harpe et Jean-Philippe Pre´aux
ABSTRACT. We provide a geometric characterization of manifolds of dimension 3 with fun-
damental groups of which all conjugacy classes except 1 are infinite, namely of which the
von Neumann algebras are factors of type II1: they are essentially the 3-manifolds with
infinite fundamental groups on which there does not exist any Seifert fibration.
Otherwise said and more precisely, let M be a compact connected 3-manifold and let Γ
be its fundamental group, supposed to be infinite and with at least one finite conjugacy class
besides 1. If M is orientable, then Γ is the fundamental group of a Seifert manifold; if M is
not orientable, then Γ is the fundamental group of a Seifert manifold modulo P in the sense
of Heil and Whitten [HeWh–94].
We make heavy use of results on 3-manifolds, as well classical results (as can be found in
the books of Hempel, Jaco, and Shalen), as more recent ones (solution of the Seifert fibred
space conjecture).
RE´SUME´. Nous proposons une caracte´risation ge´ome´trique des varie´te´s de dimension 3
ayant des groupes fondamentaux dont toutes les classes de conjugaison autres que 1 sont
infinies, c’est-a`-dire dont les alge`bres de von Neumann sont des facteurs de type II1 : ce sont
essentiellement les 3-varie´te´s a` groupes fondamentaux infinis qui n’admettent pas de fibration
de Seifert.
Autrement dit et plus pre´cise´ment, soient M une 3-varie´te´ connexe compacte et Γ son
groupe fondamental, qu’on suppose eˆtre infini et avec au moins une classe de conjugaison
finie autre que 1. Si M est orientable, alors Γ est groupe fondamental d’une varie´te´ de
Seifert ; si M est non orientable, alors Γ est groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert
modulo P au sens de Heil et Whitten [HeWh–94].
Nous faisons un usage intensif de re´sultats concernant les 3-varie´te´s, autant classiques
(comme on les trouve dans les livres de Hempel, Jaco et Shalen) que plus re´cents (solution
de la conjecture des fibre´s de Seifert).
I. Introduction.
II. Rappels sur les 3-varie´te´s, la de´composition de Kneser-Milnor,
et le the´ore`me de Grushko-Stallings.
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I. Introduction
Plusieurs classes de groupes ont e´te´ e´tudie´es du point de vue des alge`bres d’ope´rateurs.
Parmi les plus anciens exemples de la litte´rature figurent les groupes libres, et plus ge´ne´ra-
lement les produits libres ; voir par exemple le § 6.2 de [ROIV] pour le facteur de´fini par
un groupe libre de rang deux. Nous abordons ici de ce point de vue l’e´tude des 3-groupes,
c’est-a`-dire (ici !) de groupes fondamentaux des varie´te´s compactes connexes de dimension
trois.
Soit Γ un groupe. Soient ξ, η deux fonctions a` valeurs complexes sur Γ, l’une au moins
a` support fini ; rappelons que leur produit de convolution est de´fini par
(ξ ∗ η)(γ) =
∑
γ1,γ2∈Γ,γ1γ2=γ
ξ(γ1)η(γ2).
L’alge`bre C[Γ] du groupe Γ est l’alge`bre de convolution des fonctions a` supports finis ; elle
est munie d’une involution de´finie par ϕ∗(γ) = ϕ(γ−1) pour tous ϕ ∈ C[Γ] et γ ∈ Γ. Notons
B(ℓ2(Γ)) l’alge`bre involutive des ope´rateurs line´aires borne´s sur l’espace de Hilbert ℓ2(Γ).
La repre´sentation re´gulie`re gauche λΓ : C[Γ] −→ B(ℓ
2(Γ)) est de´finie par (λΓ(ϕ)) (ξ) = ϕ∗ξ
pour tous ϕ ∈ C[Γ] et ξ ∈ ℓ2(Γ) ; c’est une ∗-repre´sentation fide`le. L’alge`bre de von
Neumann W ∗λ (Γ) de Γ est l’adhe´rence pour la topologie faible de λΓ(C[Γ]) dans B(ℓ
2(Γ)).
La C∗-alge`bre re´duite C∗λ(Γ) de Γ est l’adhe´rence pour la topologie normique de λΓ(C[Γ])
dans B(ℓ2(Γ)).
Notre but est de de´gager certaines proprie´te´s de l’alge`bre W ∗λ (Γ) lorsque Γ est un
3-groupe. (Plus tard, on peut espe´rer comprendre aussi C∗λ(Γ)). Les preuves consis-
tent essentiellement a` recueillir et combiner des re´sultats connus concernant les 3-varie´te´s
(voir notamment [Hemp–76], [Jaco–77] et [JaSh–79]). En particulier, nous utilisons deux
re´sultats profonds caracte´risant certaines 3-varie´te´s dont le groupe fondamental posse`de
un sous-groupe distingue´ de type fini non re´duit a` 1 : la conjecture des fibre´s de Seifert
(aujoud’hui un the´ore`me, voir plus bas), qui traite du cas ou` ce sous-groupe est cyclique,
et un the´ore`me de Hempel et Jaco, qui traite de cas ou` ce sous-groupe est d’indice infini
et non cyclique.
Un groupe Γ est dit a` classes de conjugaison infinies, ou plus brie`vement cci, s’il est
infini et si ses classes de conjugaison distinctes de 1 sont toutes infinies. La caracte´risation
suivante des groupes cci est classique : c’est le lemme 5.3.4 de [ROIV] ; voir aussi, par
exemple, le lemme 4.2.18 de [Saka–71]. Rappelons au pre´alable qu’une alge`bre de von
Neumann M est un facteur de type II1 si elle posse`de les trois proprie´te´s suivantes :
(i) le centre de M est re´duit a` C,
(ii) il existe une forme line´aire non nulle τ sur M qui est une trace, c’est-a`-dire telle
que τ(xy − yx) = 0 pour tous x, y ∈M ,
(iii) l’alge`bre M est de dimension infinie.
Caracte´risation de Murray et von Neumann. L’alge`bre de von Neumann W ∗λ (Γ) est
un facteur de type II1 si et seulement si le groupe Γ est cci.
Commenc¸ons par un e´nonce´ concernant les groupes fondamentaux de surfaces, qui est
une conse´quence presqu’imme´diate de la classification des surfaces (voir aussi la proposition
3 ci-dessous).
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Cas des 2-groupes. Soient F une surface compacte connexe et Γ son groupe fondamental
(F peut eˆtre orientable ou non, a` bord vide ou non vide). Le groupe Γ est infini et non cci
si et seulement si F est home´omorphe a` l’une des surfaces de la liste
anneau, ruban de Mo¨bius, 2-tore, bouteille de Klein,
c’est-a`-dire si et seulement si F admet un feuilletage par des cercles.
Le but principal du pre´sent travail est de montrer une assertion analogue pour les 3-
groupes. Le lecteur expert en 3-varie´te´s pourra aborder l’essentiel de nos arguments en
parcourant les preuves des the´ore`mes 12 et 13, consacre´s au cas orientable. Pour le cas
non orientable, voir le the´ore`me 18 (qui comple`te l’e´nonce´ ci-dessous).
The´ore`me. Soient M une 3-varie´te´ et Γ son groupe fondamental ; on suppose que Γ est
infini et non cci.
Si M est orientable, Γ est groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert. Si M est non
orientable, Γ posse`de un sous-groupe d’indice 2 qui est groupe fondamental d’une varie´te´
de Seifert.
Nous remercions Michel Boileau, David Epstein et Claude Weber pour plusieurs com-
mentaires utiles a` ce texte. De plus, le second auteur tient a` remercier les mathe´maticiens
genevois, et nomme´ment Goulnara Arzhantseva, pour leur accueil en 2004 et 2005.
II. Rappels sur les 3-varie´te´s, la de´composition de
Kneser-Milnor, et le the´ore`me de Grushko-Stallings
SoitM une 3-varie´te´, c’est-a`-dire ici une varie´te´ de dimension 3, compacte, connexe, qui
peut eˆtre ou bien close (c’est-a`-dire a` bord ∂M vide) ou bien borde´e (c’est-a`-dire a` bord
non vide). Nous convenons de penser a` M et ses sous-varie´te´s du point de vue p.l., ou
“presque line´aire”, et tous les plongements conside´re´s sont suppose´s p.l. ; mais les points
de vue diffe´rentiable et topologique localement plat sont e´quivalents (voir le de´but du
chapitre 1 de [Hemp–76]). Nous notons syste´matiquement
Γ = π1(M)
le groupe fondamental de M ; il est de pre´sentation finie.
Le cas des 3-varie´te´s a` groupes fondamentaux finis est le sujet de nombreux travaux
remontant au moins aux anne´es 1920 ; voir par exemple [Hopf–25], [Miln–57] et [Rubi–95].
Nous nous inte´ressons ici en premier lieu aux 3-groupes infinis. Pour ce qui suit, voir
[Hemp–76], en particulier le chapitre 3 pour le the´ore`me de Kneser-Milnor et le chapitre 7
pour celui de Gruschko-Stallings.
Etant donne´ deux 3-varie´te´s M1,M2, deux 3-boules plonge´es B1 ⊂ M1, B2 ⊂ M2
et un home´omorphisme ϕ du bord de B1 sur celui de B2, on de´finit la somme connexe
M1♯M2 (voir [Hemp–76], chapitre 3). Si M1 et M2 sont oriente´es et si ϕ est tel que les
orientations naturelles de ϕ(∂B1) et ∂B2 sont oppose´es, le type d’home´omorphisme de
la somme connexe est inde´pendant des autres choix ; dans le cas ge´ne´ral, il y a au plus
deux types d’home´omorphisme pour M1♯M2. Dans tous les cas, le groupe fondamental
π1(M1♯M2) est isomorphe au produit libre π1(M1) ∗ π1(M2).
Une 3-varie´te´ M est inde´composable si, pour toute somme connexe M1♯M2 home´o-
morphe a` M , l’un au moins des facteurs M1,M2 est une 3-sphe`re. Une sphe`re plonge´e
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dans une 3-varie´te´ est inessentielle si elle borde une 3-boule et essentielle sinon. Une
3-varie´te´ M est irre´ductible si elle ne posse`de aucune sphe`re essentielle. Une 3-varie´te´
inde´composable est ou bien irre´ductible, ou bien un S2-fibre´ sur un cercle1 (lemme 3.13
de [Hemp–76]). L’espace total d’un S2-fibre´ sur un cercle est ou bien orientable, et alors
home´omorphe a` S2 × S1, ou bien non orientable, et alors home´omorphe a` l’espace total du
fibre´ en sphe`res non trivial de base un cercle, note´ S2×˜S1.
De´composition de Kneser-Milnor. Toute 3-varie´te´ s’e´crit comme somme connexe de
varie´te´s inde´composables
M = X1♯ · · · ♯Xk♯ Y1♯ · · · ♯ Yl
ou` k, l ≥ 0 sont des entiers, ou` X1, . . . , Xk sont irre´ductibles, et ou` Y1, . . . , Yl sont des
fibre´s en 2-sphe`res sur des cercles (M est home´omorphe a` S3 si k + l = 0).
Lorsque M est orientable, cette de´composition est unique a` l’ordre pre`s et a` home´o-
morphisme pre`s des facteurs. Lorsque M est non orientable, il existe une unique2 telle
de´composition dans laquelle aucun des Yj n’est home´omorphe a` S
2 × S1.
Une surface F plonge´e dans M est proprement plonge´e si ∂F co¨ıncide avec F ∩ ∂M
ou si F est dans ∂M . Une surface F proprement plonge´e dans M est soit bilate`re soit
unilate`re ; en d’autres termes, F admet un voisinage re´gulier dansM qui est home´omorphe
respectivement soit a` un I-fibre´ trivial soit a` un I-fibre´ non trivial, de base F . Si F est
dans ∂M , nous convenons que F est bilate`re (ce qui est cohe´rent avec le corollaire 1.10
de [Hemp–76]). Lorsque M est orientable, alors F est bilate`re si et seulement si F est
orientable (voir [SeTh–34], § 76, the´ore`me III).
Une surface proprement plonge´e F est par de´finition compressible dans les situations
suivantes :
(i) F borde une 3-boule d’homotopie plonge´e dans M ,
(ii) F est une 2-cellule dans ∂M ,
(iii) F est une 2-cellule dans M et il existe une 3-boule d’homotopie X dans M telle
que ∂X ⊂ F ∪ ∂M ,
(iv) il existe une 2-cellule D ⊂ M telle que D ∩ F = ∂D et telle que ∂D n’est pas
contractible dans F ;
et F est incompressible sinon.
Soit F une surface, distincte de D2 et S2, proprement plonge´e dans M . Si l’homo-
morphisme π1(F ) −→ π1(M) est injectif, alors la surface F est incompressible (voir la
situation (iv)). Si F est bilate`re, la re´ciproque est vraie ; c’est une application du the´ore`me
du lacet3 .
Formulation de Stallings du the´ore`me de Grushko. Soit M une 3-varie´te´ telle que
toute composante connexe de ∂M est incompressible. S’il existe une de´composition non
triviale en produit libre π1(M) = Γ1 ∗ Γ2, alors il existe une de´composition en somme
connexe M = M1♯M2 telle que Γ1 = π1(M1) et Γ2 = π1(M2).
1Nous notons Sn [respectivement Dn, Pn] la sphe`re [resp. le disque, l’espace projectif] de dimension
n, et I = [0, 1] l’intervalle unite´ de la droite re´elle. Au lieu de “n-disque”, on e´crit aussi “n-boule” ou
“n-cellule”.
2Rappelons toutefois que, pour toute 3-varie´te´ non orientable M , les sommes connexes M♯
(
S2×˜S1
)
et
M♯
(
S2 × S1
)
sont home´omorphes (lemme 3.17 de [Hemp–76]).
3En anglais : “loop theorem”, ou encore “Dehn+loop theorem”. Voir le corollaire 6.2 de [Hemp–76]
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Re´fe´rence et remarque. Voir le the´ore`me 7.1 dans [Hemp–76]. Exemple montrant que la
condition sur ∂M est ne´cessaire : un corps a` anses de genre g ≥ 2 est une 3-varie´te´
irre´ductible, a` bord compressible, dont le groupe fondamental est un produit libre non
trivial.
Une 3-varie´te´ est P2-irre´ductible si elle est irre´ductible et si elle ne contient aucune
surface plonge´e bilate`re home´omorphe au plan projectif P2. En particulier, lorsque M est
orientable, M est P2-irre´ductible si et seulement si M est irre´ductible.
III. Les varie´te´s de Seifert
Sur une 3-varie´te´ M , une structure de Seifert, ou fibration de Seifert, est un feuilletage
en cercles tel que chaque feuille posse`de un voisinage home´omorphe a` un tore plein ou a`
une bouteille de Klein pleine feuillete´ “de manie`re standard4 ”. Les fibres re´gulie`res de la
fibration de Seifert sont les feuilles pour lesquelles l’application d’holonomie (ou application
de premier retour sur un petit disque transverse a` la feuille) est l’identite´.
Une varie´te´ de Seifert est une 3-varie´te´ qui posse`de une structure de Seifert.
Rappelons d’abord que le groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert non simplement
connexe n’est jamais cci. C’est une conse´quence e´le´mentaire du fait que la “structure fibre´e
passe de M a` Γ”.
1. Lemme. Soient M une 3-varie´te´ sur laquelle il existe une structure de Seifert et X
l’espace des orbites. Alors il existe une suite exacte courte
1 −→ K −→ π1(M) −→ π
orb
1 (X) −→ 1
ou` K est le sous-groupe de π1(M) engendre´ par la classe d’homotopie d’une fibre re´gulie`re
et ou` πorb1 (X) de´signe le groupe fondamental de X au sens des orbie´te´s. De plus, si le
reveˆtement universel de M n’est pas home´omorphe a` S3, alors K est un groupe cyclique
infini.
Pour la de´monstration : voir le lemme 3.2 de [Sco–83b]. 
2. Proposition. Le groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert non simplement connexe
posse`de une classe de conjugaison finie autre que 1.
De´monstration. Avec les notations du lemme pre´ce´dent, ou bien π1(M) est fini non re´duit
a` 1, et il n’y a rien a` montrer, ou bien le groupe K est cyclique infini, et en particulier
contient des classes de conjugaison finies autres que 1. 
Dans la suite, nous montrons dans quelle mesure, re´ciproquement, une 3-varie´te´ a` groupe
fondamental infini non cci est essentiellement une varie´te´ de Seifert. Apre`s quelques rappels
et des pre´liminaires sur les groupes cci, nous traitons successivement les varie´te´s orientables
irre´ductibles, orientables, non orientables P2-irre´ductibles, et non orientables.
4“Standard” se re´fe`re a` une condition de re´gularite´ qui est automatiquement ve´rifie´e, par un the´ore`me
duˆ a` Epstein [Epst–72] ; voir aussi le § 3 de [Sco–83b]. Les bouteilles de Klein n’apparaissent e´videmment
pas lorsque M est orientable.
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IV. Rappels sur la conjecture des fibre´s de Seifert (cas orientable)
et sur un re´sultat de Hempel-Jaco
Nos preuves utilisent deux ingre´dients cruciaux. D’abord la “conjecture des fibre´s de
Seifert”, qui est devenue un the´ore`me graˆce aux travaux de Waldhausen, Gordon-Heil,
Jaco-Shalen, Scott, Mess, Tukia, Gabai, Casson-Jungreis (pour l’histoire, voir [Gaba–92],
pages 507–508), ainsi que Whitten et Heil (pour le cas non orientable).
The´ore`me (conjecture des fibre´s de Seifert, cas orientable). Soit M une 3-varie´te´
orientable irre´ductible. Si le groupe fondamental de M contient un sous-groupe normal
cyclique infini, alors M est une varie´te´ de Seifert.
Remarques. (i) Soit M une 3-varie´te´ obtenue par supression d’une 3-boule ouverte dans
une varie´te´ de Seifert Mˆ . D’une part, le bord de M posse`de une composante connexe
S2, ce qui exclut que M soit une varie´te´ de Seifert ; d’autre part, π1(M) est isomorphe
a` π1(Mˆ). On ne peut donc pas supprimer l’hypothe`se d’irre´ductibilite´ dans le the´ore`me
pre´ce´dent.
(ii) Pour le cas des varie´te´s non orientables, voir le § VIII ci-dessous.
Voici ensuite ce que nous voulons rappeler ici d’un the´ore`me de Hempel et Jaco. Pour
l’e´nonce´ complet, voir [HeJa–72], ou le the´ore`me 11.1 de [Hemp–76] (dans lequel il faut
prendre garde a` l’hypothe`se implicite N 6= 1).
The´ore`me (Hempel-Jaco). Soit M une 3-varie´te´ P2-irre´ductible dont le groupe fonda-
mental Γ s’inse`re dans une suite exacte courte
1 −→ K −→ Γ −→ Q −→ 1
avec K 6= 1, K de type fini et Q infini. Si K n’est pas isomorphe a` Z, alors l’une au moins
des assertions suivantes est vraie
(i) M est un fibre´ au dessus du cercle a` fibre une surface F ;
(ii) il existe un I-fibre´ non trivial E sur une surface F tel que M soit home´omorphe a`
la re´union de deux copies de E recolle´es sur leur bord commun.
Dans les deux cas, K est isomorphe a` un sous-groupe d’indice fini dans π1(F ) ; en parti-
culier, K est un groupe de surface.
V. Groupes cci
Soit Γ = Γ1 ∗Γ2 un produit libre de deux groupes dont aucun n’est re´duit a` 1. Si Γ1 et
Γ2 sont d’ordre 2, alors Γ est un groupe die´dral infini et n’est donc pas cci.
3. Proposition. (i) Un produit libre Γ = Γ1 ∗ Γ2 tel que |Γ1| ≥ 3 et |Γ2| ≥ 2 est un
groupe cci.
Soit Γ = Γ1 ∗Γ0 Γ2 un produit libre avec amalgamation relativement a` des inclusions
Γ0 ⊂ Γ1 et Γ0 ⊂ Γ2 d’indices [Γ1 : Γ0] ≥ 3 et [Γ2 : Γ0] ≥ 2.
(ii) Si l’un au moins des groupes Γ1, Γ2 est cci, le groupe Γ est aussi cci.
(iii) On suppose que tout sous-groupe de type fini de Γ0 non re´duit a` un e´le´ment qui est
normal a` la fois dans Γ1 et dans Γ2 est cci. Alors le groupe Γ est aussi cci.
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Soient Γ1 un groupe, Γ0,Γ
′
0 deux sous-groupes de Γ1, l’un au moins e´tant propre, ϕ un
isomorphisme de Γ0 sur Γ
′
0, et Γ l’extension HNN correspondante.
(iv) Si Γ1 est cci, le groupe Γ est aussi cci.
(v) On suppose que tout sous-groupe de type fini de Γ0 non re´duit a` un e´le´ment qui est
normal dans Γ est cci. Alors le groupe Γ est aussi cci.
De´monstration. Ce sont des conse´quences des the´ore`mes usuels de formes normales. A titre
d’exemple, de´taillons l’argument pour (v) lorsque Γ0 est un sous-groupe propre de Γ1.
Notons t la lettre stable de l’extension HNN, et C∆(δ) la classe de conjugaison dans un
groupe ∆ d’un e´le´ment δ ∈ ∆. Soit γ ∈ Γ, γ 6= 1 ; il s’agit de montrer que la classe CΓ(γ)
est infinie.
Si γ /∈ Γ1, la classe CΓ(γ) est infinie par le lemme 2.1 de [Stal]. On suppose de´sormais
que γ ∈ Γ1. Si γ /∈ Γ0, les e´le´ments t
−nγtn (ou` n = 1, 2, 3, . . .) sont distincts deux a` deux,
car ce sont des e´critures de formes normales. On suppose de´sormais que γ ∈ Γ0.
Si la classe CΓ(γ) e´tait finie, elle serait contenue dans Γ0 vu les cas de´ja` traite´s. Le
groupe engendre´ par CΓ(γ) serait donc un sous-groupe de type fini de Γ0 qui serait normal
dans Γ, et il posse`derait un e´le´ment distinct de 1 (a` savoir γ) ayant une classe de conjugaison
CΓ0(γ) finie, contrairement aux hypothe`ses. Par suite la classe CΓ(γ) est infinie. 
Exemples. Soit F une surface compacte connexe qui n’est pas home´omorphe a` l’une des
surfaces de la liste
2-disque, anneau, ruban de Mo¨bius, S2, P2, 2-tore, bouteille de Klein,
de sorte que le groupe fondamental π1(F ) n’est ni fini ni virtuellement abe´lien. Si le
bord de F n’est pas vide, alors π1(F ) est libre non abe´lien, donc cci par l’assertion (i)
de la proposition pre´ce´dente. Si le bord de F est vide, alors F est une surface close,
orientable de genre au moins 2 ou non orientable de genre au moins 3, donc π1(F ) est cci
par l’assertion (ii).
Il re´sulte du the´ore`me de Kneser-Milnor que, “en ge´ne´ral”, le groupe fondamental d’une
3-varie´te´ de´composable est cci ; comme bien d’autres “e´nonce´s ge´ne´raux” concernant les
3-varie´te´s, celui-ci est contredit par quelques exceptions qui contribuent a` allonger les
arguments qui suivent.
Pour la commodite´ du lecteur, nous collectons ici trois lemmes concernant les groupes
cci.
4. Lemme. Dans un groupe cci, tout sous-groupe d’indice fini est cci.
De´monstration. Soient G un groupe cci et H un sous-groupe d’indice fini. Choisissons un
sous-ensemble fini T de G tel que G soit la re´union disjointe ⊔t∈T tH. Soit h ∈ H un
e´le´ment dont la classe de conjugaison CH(h) = {h1, . . . , hk} dans H est finie ; les e´le´ments
thit
−1 (t ∈ T, 1 ≤ i ≤ k) constituent une e´nume´ration (peut-eˆtre avec re´pe´titions) de sa
classe CG(h) dans G ; en particulier, celle-ci est finie, donc h = 1. 
La re´ciproque du lemme 4 n’est pas correcte, comme on le voit en conside´rant le produit
direct d’un groupe cci et d’un groupe fini non re´duit a` un e´le´ment.
5. Lemme. Un groupe sans torsion qui posse`de un sous-groupe d’indice fini cci est lui-
meˆme cci.
De´monstration. Soit G un groupe posse´dant un sous-groupe d’indice fini H qui est cci. Il
suffit de montrer que, si G n’est pas cci, alors G posse`de de la torsion.
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Soit donc g ∈ G, g 6= 1, un e´le´ment dont la classe de conjugaison est finie. Il existe un
entier n > 1 tel que gn ∈ H, car H est d’indice fini. De plus gn = 1, car H est cci. 
6. Lemme. Soient G un groupe et H un sous-groupe d’indice 2 ; on suppose que H est
cci. Alors ou bien G est cci, ou bien G est produit direct de H et d’un groupe d’ordre 2.
De´monstration. Notons FG la re´union des classes de conjugaison finies de G ; c’est un
sous-groupe distingue´ de G. De plus FG est d’ordre au plus 2, car FG ∩H ⊂ FH = 1. Si
FG est re´duit a` 1, alors G est cci.
Supposons de´sormais que FG soit d’ordre 2, et notons f son e´le´ment distinct de l’identite´.
Alors f est d’ordre 2 et central dans G, de sorte que G est produit direct de H et FG. 
VI. Le the´ore`me principal pour les varie´te´s orientables irre´ductibles
Avec une 3-varie´te´ M , il convient de conside´rer la varie´te´ Mˆ obtenue a` partir de M en
lui recollant une 3-cellule le long de chaque composante de bord home´omorphe a` S2 par un
home´omorphisme renversant l’orientation. C’est une conse´quence imme´diate du the´ore`me
de Seifert-Van Kampen que l’inclusion M ⊂ Mˆ induit un isomorphisme π1(M) ≈ π1(Mˆ).
Soit M une varie´te´ et
M = M1♯ · · · ♯Mk♯ B1♯ · · · ♯ Bl♯ C1♯ · · · ♯ Cm
une de´composition de Kneser-Milnor deM , avec lesMi inde´composables et non simplement
connexes, les Bj des 3-boules et les Ck des 3-sphe`res non standard (c’est-a`-dire
5 des 3-
sphe`res d’homotopie non home´omorphes a` S3). Notons que
Mˆ =
{
M1♯ · · · ♯Mk♯ C1♯ · · · ♯ Cm si k +m ≥ 1,
S
3 si k +m = 0.
La varie´te´ de Poincare´ associe´e a` M est la varie´te´ de´finie par
P(M) =
{
M1♯ · · · ♯Mk si k ≥ 1,
S
3 si k = 0.
Il re´sulte a` nouveau du the´ore`me de Seifert-Van Kampen que les groupes fondamentaux
de M et P(M) sont isomorphes. De plus, toute sous-varie´te´ compacte contractile de
dimension trois de P(M) est home´omorphe a` un 3-disque ; voir le de´but du chapitre 10 de
[Hemp–76].
Pour le lecteur qui accepterait la conjecture de Poincare´, il conviendrait de lire Mˆ au
lieu de P(M) ci-dessous.
Les quatre lemmes qui suivent pre´parent la preuve du the´ore`me 12.
7. Lemme. (i) Soit M une varie´te´ irre´ductible qui n’est pas une 3-boule. Alors Mˆ = M ;
autrement dit, aucune composante connexe du bord ∂M n’est une 2-sphe`re.
(ii) Si M est une varie´te´ irre´ductible non simplement connexe, alors P(M) =M .
De´monstration. L’assertion (i) provient du fait que remplacer une varie´te´M par sa somme
connexe avec une 3-boule revient a` cre´er dans M une composante de bord S2. L’assertion
(ii) est une conse´quence imme´diate des de´finitions. 
5Nous ne supposons rien ici concernant la conjecture de Poincare´.
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8. Lemme. Soient G un groupe et H un sous-groupe d’indice fini de G ayant un centre
infini. Alors H contient un sous-groupe distingue´ d’indice fini de G ayant un centre infini.
De´monstration. Soit N le noyau de l’homomorphisme naturel α de G dans le groupe des
permutations du G-ensemble fini G/H. Alors N est normal et d’indice fini dans G. De
plus, la restriction de α au centre de H a un noyau qui est infini (car d’indice fini dans le
centre de H) et qui est contenu dans le centre de N . 
9. Lemme. Soient G un groupe contenant un e´le´ment g d’ordre infini a` centralisateur
ZG(g) d’indice fini dans G. Alors G contient un sous-groupe abe´lien de type fini qui est
infini et distingue´ dans G.
De´monstration. Par le lemme pre´ce´dent, G contient un sous-groupe distingue´ d’indice fini
N a` centre Z(N) infini ; soient t1, . . . , tn des repre´sentants de G modulo N . Soient z 6= e
un e´le´ment de Z(N) et K la cloˆture normale de z dans G.
Le groupe K est engendre´ par t1zt
−1
1 , . . . , tnzt
−1
n , de sorte que K est de type fini. Le
groupe Z(N) est caracte´ristique dans N , qui est normal dans G, de sorte que Z(N) est
normal dans G ; il en re´sulte que K est contenu dans Z(N), et en particulier que K est
abe´lien. Enfin K est normal dans G, par de´finition. 
10. Lemme. Soit N l’espace total d’un fibre´ en 2-tores sur le cercle. Si N est orientable
et si le groupe π1(N) n’est pas cci, alors N est une varie´te´ de Seifert.
De´monstration. Le groupe fondamental π1(N) est produit semi-direct de Z
2 par Z rela-
tivement a` un automorphisme φ ∈ Aut(Z2) = GL(2,Z). Plus pre´cise´ment, φ est induit sur
le groupe fondamental par un home´omorphisme du 2-tore qui pre´serve l’orientation (car
N est orientable), de sorte que φ ∈ SL(2,Z). Il y a a priori trois cas a` conside´rer selon que
φ est elliptique (c’est-a`-dire a` valeurs propres non re´elles), parabolique (a` valeurs propres
1 ou −1), ou hyperbolique (a` valeurs propres re´elles de modules diffe´rents de 1).
Si φ est elliptique, φ est d’ordre fini, de sorte que N est un fibre´ de Seifert (lemme II.5.4
de [JaSh–79]).
Si φ est parabolique, alors φ est conjugue´ a` une matrice de la forme ±
(
1 k
0 1
)
. Sur
le tore, φ de´finit soit un twist de Dehn (signe +) soit un twist de Dehn compose´ avec la
syme´trie centrale (signe −), donc laisse invariant un feuilletage en cercles. Par suite la
varie´te´ N admet un feuilletage en cercles ; c’est donc une varie´te´ de Seifert.
Si φ est hyperbolique, φ n’a pas de vecteur propre dans Z2 ; il est alors facile de ve´rifier
que le groupe π1(N) = Z
2 ⋊φ Z est cci, et ce cas n’entre donc pas dans les hypothe`ses du
lemme. 
Rappelons que, a` une extension de groupes
1 −→ A −→ B
pi
−→ C −→ 1
avec A abe´lien, on associe naturellement l’homomorphisme θ : C −→ Aut(A) de´fini comme
suit ; pour c ∈ C, l’automorphisme θ(c) est la restriction a` A de la conjugaison par un
e´le´ment de π−1(c) ; voir par exemple [Rotm–95], pages 178 et suivantes. Il re´sulte de cette
de´finition que le noyau de θ est l’image par π du centralisateur de A dans B.
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11. Lemme. Soit Γ un 3-groupe sans torsion tel qu’il existe une extension
1 −→ K −→ Γ
pi
−→ Q −→ 1
avec Q fini, K abe´lien libre de rang trois, et K maximal parmi les sous-groupes abe´liens
libres de type fini distingue´s dans Γ. Alors l’homomorphisme θ : Q −→ GL(3,Z) associe´ a`
l’extension est injectif.
De´monstration. Le noyau Q0 de θ et son image inverse Γ0 = π
−1(Q0) s’inse`rent dans une
suite exacte
1 −→ K −→ Γ0
pi0−→ Q0 −→ 1
dont l’homomorphisme associe´ θ0 est l’homomorphisme constant de Q0 dans GL(3,Z) ; il
en re´sulte que K est central dans Γ0. Le the´ore`me 12.10 de [Hemp–76] implique que Γ0 est
isomorphe a` Z3, donc que K = Γ0 par hypothe`se de maximalite´, de sorte que le quotient
Q0 est re´duit a` 1. 
12. The´ore`me. Soit M une 3-varie´te´ orientable irre´ductible dont le groupe fondamental
Γ est infini. Alors Γ n’est pas cci si et seulement si M est une varie´te´ de Seifert.
De´monstration. Vu la proposition 2, nous pouvons supposer que Γ n’est pas cci, c’est-a`-
dire qu’il contient un e´le´ment γ 6= 1 dont le centralisateur ZΓ(γ) est d’indice fini dans Γ ;
il s’agit de montrer que M est une varie´te´ de Seifert.
Le groupe Γ est sans torsion car M est un espace d’Eilenberg-MacLane. (En effet,
π2(M) est trivial par le the´ore`me de la sphe`re ; de´tails au corollaire 9.9 de [Hemp–76].)
Le lemme 9 montre qu’il existe un sous-groupe normal K dans Γ qui est abe´lien, de type
fini et infini ; d’ou` une suite exacte courte
1 −→ K −→ Γ −→ Q −→ 1
(avec Q = Γ/K). La liste est connue des groupes abe´liens de type fini qui peuvent eˆtre
sous-groupes de 3-groupes (the´ore`me 9.13 de [Hemp–76]). Comme K est de plus sans
torsion, il est isomorphe a` l’un des groupes Z, Z⊕ Z, et Z⊕ Z⊕ Z.
Premier cas : K est cyclique infini.
Il re´sulte de la “conjecture” des fibre´s de Seifert (voir plus haut) que M est une varie´te´
de Seifert.
Deuxie`me cas : K ≈ Z⊕ Z et Q est fini.
La varie´te´ P(M) est un I-fibre´ sur une surface close par le the´ore`me 10.6 de [Hemp–
76], qui ne peut eˆtre qu’un 2-tore ou une bouteille de Klein (car de groupe fondamental
virtuellement Z2) ; de plus P(M) = M (lemme 7). Il en re´sulte que M est une varie´te´ de
Seifert.
Troisie`me cas : K ≈ Z⊕ Z et Q est infini.
Il re´sulte du the´ore`me de Hempel-Jaco cite´ plus haut que l’une au moins des assertions
suivantes est vraie :
(i) M est un fibre´ sur le cercle dont la fibre F est un tore ;
(ii) M est un recollement convenable le long d’une surface F de deux I-fibre´s.
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En particulier, M est une varie´te´ de Haken (la surface F du pre´sent contexte est bilate`re
incompressible) etM posse`de un reveˆtement fini N qui est l’espace total d’un fibre´ en tores
sur le cercle. Le lemme 6 implique que le groupe infini π1(N) n’est pas cci, et le lemme 10
que N est une varie´te´ de Seifert.
La varie´te´ M est de Seifert, car elle est de Haken et elle posse`de un reveˆtement fini qui
est une varie´te´ de Seifert (the´ore`me II.6.3 de [JaSh–79]).
Quatrie`me cas : K ≈ Z3.
Le groupe Q est fini par le the´ore`me de Hempel-Jaco (et le fait que Z3 n’est pas un
groupe de surface !). Quitte a` remplacer K par un sur-groupe d’indice fini, on peut
supposer K maximal parmi les sous-groupes de Γ qui sont distingue´s, abe´liens et de type
fini. L’homomorphisme
θ : Q −→ Aut(Z3) ≈ GL3(Z)
associe´ a` l’extension 1 −→ K = Z3 −→ Γ −→ Q −→ 1 est injectif (lemme 11). Un
argument qu’on trouve dans [Sco–83b] (page 444) montre alors que Γ posse`de un sous-
groupe normal cyclique infini. Il en re´sulte que M est une varie´te´ de Seifert (“conjecture”
des fibre´s de Seifert). 
VII. Le the´ore`me principal pour les varie´te´s orientables
Nous pouvons maintenant traiter le cas d’une 3-varie´te´ orientable en toute ge´ne´ralite´.
Le prix qu’implique la conside´ration des varie´te´s re´ductibles est la pre´sence a priori possible
de 3-sphe`res non standard dans la de´composition de Kneser-Milnor deM , d’ou` l’apparition
de la varie´te´ de Poincare´ P(M).
13. The´ore`me. SoitM une 3-varie´te´ orientable et Γ son groupe fondamental ; on suppose
Γ infini et non die´dral infini. Alors Γ n’est pas cci si et seulement si P(M) est une varie´te´
de Seifert.
En particulier, pour le groupe fondamental infini Γ d’une 3-varie´te´ orientable, les trois
proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) Γ est groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert ;
(ii) Γ posse`de un sous-groupe normal cyclique infini ;
(iii) Γ n’est pas cci.
Remarques. (i) Au the´ore`me 13, il n’est pas possible de remplacer P(M) par M . En effet,
soient M1 une varie´te´ de Seifert orientable a` groupe fondamental Γ infini et C une 3-sphe`re
non standard ; posons M = M1♯ C, de sorte que P(M) =M1. Alors Γ = π1(M1) = π1(M)
n’est pas cci (proposition 2), M n’est pas une varie´te´ de Seifert [Sco–83a] et P(M) en est
une.
(ii) Acceptons pour cette remarque la conjecture de Poincare´. Soit M une 3-varie´te´
orientable de la forme M1♯M2, ou` les varie´te´s M1,M2 sont premie`res et les groupes
π1(M1), π1(M2) d’ordre 2. Alors M est ne´cessairement P
3♯P3, qui admet une fibration
de Seifert. On peut donc supprimer l’hypothe`se Γ 6≈ D∞ dans la premie`re assertion du
the´ore`me 13.
De´monstration. Vu la proposition 2, il reste a` montrer que, si Γ n’est pas cci, alors P(M)
est une varie´te´ de Seifert. Nous pouvons supposer M re´ductible graˆce au the´ore`me 12.
Si M est de plus inde´composable, alors M est home´omorphe a` S2 × S1 et il n’y a plus
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rien a` montrer. Nous pouvons donc supposer M de´composable, et plus pre´cise´ment que la
de´composition de Kneser-Milnor de Mˆ est de la forme
Mˆ = M1♯ · · · ♯Mp♯ C1♯ · · · ♯ Cq (p > 0)
ou` les Mi sont des varie´te´s orientables irre´ductibles a` groupes fondamentaux non re´duits
a` 1 et ou` les Cj sont des sphe`res non standard. Si p = 1, alors P(M) =M1 est une varie´te´
irre´ductible, et le the´ore`me 12 s’applique, de sorte que P(M) est une varie´te´ de Seifert. Si
p ≥ 2, alors
Γ = Γ1 ∗ · · · ∗ Γp (Γi = π1(Mi))
est un produit libre non banal. Notons que p = 2 et que les deux groupes Γ1, Γ2 sont
d’ordre 2, car Γ n’est pas cci (proposition 3) ; donc Γ est produit libre de deux groupes
d’ordre 2, c’est un groupe die´dral infini. 
VIII. Rappel sur la conjecture des fibre´s de Seifert (cas non orientable)
Notons6 P la somme connexe sur un disque de deux copies de P2 × I. Le bord de
la varie´te´ P a trois composantes connexes, deux home´omorphes au plan projectif et une
home´omorphe a` la bouteille de Klein K2. Le groupe fondamental de P est die´dral infini.
De plus, K2 posse`de une fibration en cercles telle que la classe d’homotopie de chaque
fibre engendre le sous-groupe d’indice deux de π1(P) ; convenons qu’une fibration de la
composante connexe K2 de P est spe´ciale si elle posse`de cette proprie´te´.
Sur une 3-varie´te´ non orientable M , on de´finit comme Heil et Whitten une structure de
Seifert modulo P. Une telle structure consiste en la donne´e d’une familleW = (K1, . . . , Kl)
(possiblement vide) de bouteilles de Klein plonge´es dans l’inte´rieur de M , disjointes deux
a` deux, chacune d’entre elles e´tant bilate`re et munie d’une fibration en cercles. Les
adhe´rences dans M des composantes connexes de M \ W sont d’une part des copies
P1, . . . , Pm de P et d’autre part des 3-varie´te´sM1, . . . ,Mn munies de structures de Seifert ;
chaque Ki est dans le bord d’au moins l’un des Pj . Si Ki borde un Pj , sa fibration en
cercles est spe´ciale dans Pj ; si Ki borde un Mk, sa fibration en cercles est induite par la
fibration de Seifert de Mk.
Sur une 3-varie´te´ non orientable munie d’une structure de Seifert modulo P, les fibres
re´gulie`res (de´finies comme au § III) de´finissent une classe d’homotopie qui engendre un
sous-groupe de π1(M) qui est cyclique, normal, et non re´duit a` un e´le´ment. On peut
montrer que ce sous-groupe est toujours infini [HeWh–94], mais nous n’utilisons pas ce fait
ci-dessous.
Une varie´te´ de Seifert modulo P est une 3-varie´te´ non orientable qui posse`de une struc-
ture de Seifert modulo P.
14. Remarques. (i) Pour tout P2 plonge´ dans une 3-varie´te´ M , le groupe fondamental
de P2 s’injecte dans celui de M .
(ii) Dans le bord d’une varie´te´ de Seifert modulo P, le nombre de composantes connexes
home´omorphes a` P2 est toujours pair. Une varie´te´ de Seifert modulo P est une varie´te´ de
Seifert si et seulement si son bord ne contient aucun P2.
6Plus pre´cise´ment, on conside`re deux copies P1, P2 de la varie´te´ P2×I, ainsi que deux 2-disques plonge´s
dans leurs bords D1 ⊂ ∂P1, D2 ⊂ ∂P2, et on recolle le long de D1, D2 un cylindre plein D2 × I.
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(iii) Soit M une varie´te´ de Seifert modulo P. Si π1(M) n’a pas d’e´le´ment d’ordre deux,
alors M est une varie´te´ de Seifert.
La remarque (i) est le lemme 5.1 de [Hemp–76], la remarque (ii) de´coule de la de´finition,
et la troisie`me remarque re´sulte des deux premie`res.
Convenons qu’un P2 × I non standard est une 3-varie´te´ homotope au produit d’un
plan projectif et d’un intervalle, mais non home´omorphe a` ce produit (si la conjecture de
Poincare´ est vraie, il n’existe pas de P2× I non standard). On de´finit de meˆme un P2×S1
non standard.
Voici l’e´nonce´ du the´ore`me 1 de [HeWh–94].
15. The´ore`me (conjecture des fibre´s de Seifert, cas non orientable). Soit M une
3-varie´te´ non orientable irre´ductible qui ne contient pas de P2×I non standard. Le groupe
fondamental de M contient un sous-groupe normal cyclique non re´duit a` un e´le´ment si et
seulement si M est ou bien une varie´te´ de Seifert modulo P ou bien home´omorphe a` P2×I.
Remarques. (i) Rappelons qu’une 3-varie´te´ non orientable a` groupe fondamental fini est
toujours homotope a` un P2 × I troue´ (the´ore`me 9.6 de [Hemp–76]).
(ii) Un P2 × S1 non standard irre´ductible doit contenir un P2 × I non standard.
En effet. Soient M un P2 × S1 non standard irre´ductible et soit Γ = π1(M). Soit C2
l’image dans Γ du groupe fondamental de P2. Soit P un P2 plonge´ bilate`re dans M , dont
le groupe fondamental s’identifie a` C2 ; un tel P existe en vertu d’un re´sultat d’Epstein
(the´ore`me 9.8 de [Hemp–76]). Distinguons a priori deux cas selon que P est se´parant ou
non.
Si P est se´parant, notons M1,M2 les composantes connexes de M \ P et Γ1,Γ2 leurs
groupes fondamentaux. Alors Γ est le produit amalgame´ Γ1 ∗C2 Γ2. Le centre de Γ est
donc contenu dans C2 ; or Γ est abe´lien, donc π1(M) = C2, ce qui est absurde. Ce cas
n’apparaˆıt donc pas.
Si P n’est pas se´parant, posons M1 = M \ P et notons Γ1 son groupe fondamental.
Alors Γ est une extension HNN de base Γ1 au-dessus de deux sous-groupes d’ordre deux.
Notons t la lettre stable de l’extension HNN. Si Γ1 n’e´tait pas d’ordre deux, il existerait
u ∈ Γ1 tel que tut
−1 soit une e´criture re´duite, en particulier tel que tut−1 6= u, et ceci est
absurde puisque Γ est abe´lien. Donc Γ1 est d’ordre deux. Par suite M1 est un P
2 × I non
standard en vertu d’un autre re´sultat d’Epstein (the´ore`me 9.6 de [Hemp–76]).
(iii) L’e´nonce´ du the´ore`me 15 se simplifie dans le cas P2-irre´ductible : Soit M une
3-varie´te´ non orientable P2-irre´ductible. Le groupe fondamental de M contient un sous-
groupe normal cyclique infini si et seulement si M est une varie´te´ de Seifert. La re-
marque (i) implique que le groupe fondamental d’une telle varie´te´ M est ne´cessairement
infini.
IX. Le the´ore`me principal pour les varie´te´s non orientables P2-irre´ductibles
Soient M une varie´te´ non orientable et Γ son groupe fondamental. Notons M˜ le
reveˆtement d’orientation de M et Γ˜ le sous-groupe d’indice 2 de Γ correspondant ; le
the´ore`me 13 s’applique a` M˜ et Γ˜. Rappelons que les varie´te´s Mˆ et P(M) ont e´te´ de´finies
peu avant le lemme 7.
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16. Lemme. Soient M une 3-varie´te´ non orientable a` groupe fondamental Γ infini. Alors
Γ n’est pas cci si et seulement si l’une au moins des assertion suivantes est vraie :
(i) P(M˜) est une varie´te´ de Seifert ;
(ii) Mˆ a le type d’homotopie de P2 × S1 ;
(iii) Γ˜ est un groupe die´dral infini.
Remarque. Dans l’assertion (i), on ne peut remplacer P(M˜) ni par M , ni par M˜ , ni par
P(M). En effet, soit par exemple M = (P2 × I)♯ (P2 × I) ; son reveˆtement d’orientation
est S2 × S1 moins deux boules. Donc P(M˜) est une varie´te´ de Seifert, mais M n’en est
pas une, ni M˜ ; de plus M = P(M). Il en est de meˆme pour la varie´te´ P du § VIII, dont
le reveˆtement d’orientation est un tore plein prive´ de deux boules.
De´monstration. Supposons d’abord que Γ n’est pas cci. Si Γ˜ n’est pas cci, P(M˜) est une
varie´te´ de Seifert ou Γ˜ est die´dral infini par le the´ore`me 13. On peut donc supposer Γ˜ cci,
donc Γ produit direct de Γ˜ et d’un groupe d’ordre 2 par le lemme 6.
Rappelons qu’un 3-groupe infini posse`de des e´le´ments d’ordre infini. En effet, d’une part
le groupe fondamental d’une varie´te´ irre´ductible orientable est sans torsion par le the´ore`me
de la sphe`re (voir ci-dessus la preuve du the´ore`me 12), et d’autre part le groupe fondamental
d’une varie´te´ re´ductible orientable est un produit libre d’un groupe sans torsion et de
groupes finis (produit libre provenant d’une de´composition de Kneser-Milnor). Par suite,
si le groupe fondamental d’une 3-varie´te´ orientable est infini, il posse`de des e´le´ments d’ordre
infini ; on ve´rifie la meˆme assertion pour le cas d’une 3-varie´te´ non orientable en conside´rant
le sous-groupe correspondant au reveˆtement d’orientation.
En particulier, Γ posse`de un sous-groupe isomorphe a` Z×Z/2Z. Un re´sultat d’Epstein
de´ja` cite´ (the´ore`me 9.12 de [Hemp–76]) implique que M est de la forme M1♯ R, ou` R est
une varie´te´ ferme´e non orientable telle que π1(R) = Z×Z/2Z. De plus M1 est simplement
connexe (proposition 3.i), de sorte que Γ = Z × Z/2Z. Le the´ore`me 12.10 de [Hemp–76]
montre que Mˆ a le type d’homotopie de P2 × S1.
Re´ciproquement, si Mˆ a le type d’homotopie de P2 × S1, alors Γ = Z× Z/2Z n’est pas
cci ; de meˆme, le groupe die´dral infini n’est pas cci ; enfin, si P(M˜) est une varie´te´ de
Seifert, Γ n’est pas cci par la proposition 2 et le lemme 4. 
17. Proposition. Soient M une 3-varie´te´ non orientable P2-irre´ductible et Γ son groupe
fondamental. Alors Γ n’est pas cci si et seulement si M est une varie´te´ de Seifert.
De´monstration. Si M est de Seifert, Γ n’est pas cci par la proposition 2.
Supposons que Γ n’est pas cci. Le groupe Γ est infini sans torsion par un re´sultat
d’Epstein de´ja` invoque´ (the´ore`me 9.8 de [Hemp–76]). Le lemme 16 implique donc que
P(M˜) est une varie´te´ de Seifert ; de plus M˜ est irre´ductible (lemme 10.4 de [Hemp–76]),
de sorte que M˜ = P(M˜) est une varie´te´ de Seifert. Ceci ache`ve la preuve graˆce au re´sultat
suivant.
Une varie´te´ non orientable irre´ductible dont le reveˆtement d’orientation est une varie´te´
de Seifert est elle-meˆme une varie´te´ de Seifert. C’est une conse´quence dans le cas sans
bord du the´ore`me 3 de [Whit–92] et dans le cas avec bord du re´sultat principal de [Toll–78].

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X. Le the´ore`me principal pour les varie´te´s non orientables
18. Proposition. Soit M une 3-varie´te´ non orientable irre´ductible qui ne contient pas de
P2 × I non standard et dont le groupe fondamental Γ est infini. Alors Γ n’est pas cci si et
seulement si M est une varie´te´ de Seifert modulo P.
De´monstration. SiM est de Seifert modulo P, le groupe Γ n’est pas cci par le the´ore`me 15.
Supposons que Γ n’est pas cci. Vu la proposition 17, nous pouvons supposer que M
contient une copie P du plan projectif, plonge´, bilate`re ; son groupe fondamental s’injecte
dans celui de M (remarque 14.i). Pour la suite de la preuve, nous distinguons plusieurs
cas.
Cas (A) : le plan projectif P n’est pas paralle`le au bord de M .
Cas (A.1) : de plus, P se´pare M en deux varie´te´sM1,M2. AlorsM1 etM2 sont non ori-
entables (car a` bord contenant un plan projectif) et irre´ductibles (car M est irre´ductible).
De plus les groupes fondamentaux Γ1 = π1(M1),Γ2 = π1(M2) sont infinis ; en effet, si Γ1
e´tait fini, M1 aurait le type d’homotopie d’un P
2 × I par le the´ore`me 9.6 de [Hemp–76],
donc M1 serait home´omorphe a` P
2 × I vu les hypothe`ses, et donc P serait paralle`le au
bord.
Le groupe Γ est un produit amalgame´ Γ1 ∗C2 Γ2. Par la proposition 3.iii, le groupe C2
est normal dans Γ1 et dans Γ2. Les groupes infinis Γ1 et Γ2 contiennent donc chacun un
sous-groupe isomorphe a` Z × C2. Le corollaire 4.2 de [Swar–73] implique que M1 et M2
sont homotopes a` P2 × S1, ce qui est absurde car M1 et M2 sont a` bord.
Le cas (A.1) n’est donc pas possible.
Cas (A.2) : le plan P ne se´pare pas la varie´te´ M . Le groupe Γ est donc une extension
HNN de base un groupe Γ1 au-dessus d’un groupe C2 d’ordre deux. Si C2 = Γ1, alors
Γ ≈ Z× C2 et M a le type d’homotopie de P
2 × S1, donc M est home´omorphe a` P2 × S1
qui est une varie´te´ de Seifert.
On peut donc supposer que C2 est un sous-groupe propre de Γ1. Alors C2 est normal
dans Γ1 (sinon Γ serait cci par la proposition 3.v). Donc Γ posse`de un sous-groupe iso-
morphe a` Z × C2. Le re´sultat de Swarup de´ja cite´ implique que M est home´omorphe a`
P2 × S1, qui est une varie´te´ de Seifert.
Cas (B) : tout plan projectif plonge´ dans M est paralle`le au bord. Notons σ l’involution
du reveˆtement d’orientation M˜ de M et p : M˜ −→M la projection de reveˆtement.
Affirmation (I) : M˜ ne contient pas de boule non standard.
Supposons (ab absurdo) que M˜ contienne une boule non standard, dont nous notons S le
bord. On peut supposer que l’une des deux situations suivantes est re´alise´e : σ(S)∩S = ∅,
ou σ(S) = S (voir la preuve du lemme 1 de [Toll–70], ou la preuve du lemme 2 de [HeWhi–
94]).
Cas ou` σ(S)∩S = ∅. AlorsM contient aussi une boule non standard, ce qui est absurde
car M est irre´ductible et non simplement connexe (parce que non orientable).
Cas ou` σ(S) = S. Alors p(S) est un plan projectif plonge´ dans M , donc p(S) est
paralle`le au bord dans M . Il en re´sulte que S est paralle`le au bord dans M˜ , et par suite
que M˜ est obtenue par recollement d’une boule non standard avec un produit S2 × I ; en
particulier M˜ est simplement connexe, ce qui est absurde car Γ = π1(M) est infini.
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L’affirmation (I) est ainsi de´montre´e, de sorte que P(M˜) = M , ou` nous e´crivons M
pour ˆ˜M (la signification du chapeau est celle de´finie au § VI). Le lemme 16 montre que ou
bien π1(M˜) est die´dral infini, ou bien M est une varie´te´ de Seifert.
Affirmation (II) : π1(M) contient un sous-groupe cyclique distingue´ non re´duit a` un
e´le´ment.
Cas ou` π1(M˜) est un groupe die´dral infini. Le sous-groupe sans torsion d’indice deux
du groupe die´dral infini est caracte´ristique, donc π1(M) contient un sous-groupe cyclique
infini distingue´.
Cas ou` M est une varie´te´ de Seifert. Alors, le groupe fondamental de M contient un
sous-groupe normal infini, engendre´ par les fibres re´gulie`res. La varie´te´ de Seifert orientable
M est ou bien home´omorphe a` l’une de S2 × S1, P3♯P3, ou bien irre´ductible (lemme VI.7
de [Jaco–77]). Dans le premier cas, π1(M) contient e´videmment un sous-groupe cyclique
infini normal. On peut donc supposer que M est de plus irre´ductible.
L’involution d’orientation σ sur M˜ s’e´tend en une involution σ sur M qui a un nombre
fini de points fixes (un par composante sphe´rique de ∂M˜). NotonsX l’espace des orbites de
la fibration de Seifert surM . L’orbie´te´ X ne peut pas eˆtre S2 avec 0, 1 ou 2 points coniques
(sinon M serait S2×S1 ou un espace lenticulaire, ce qui est exclu car M est irre´ductible et
π1(M) est infini), ni S
2 avec 3 points coniques (par un argument de la preuve du the´ore`me 2
dans [HeWh–94]). Nous pouvons donc appliquer le the´ore`me principal de [Toll–78], qui
nous assure que σ pre´serve la fibration de Seifert de M .
Notons t un ge´ne´rateur du sous-groupe cyclique infini normal de π1(M˜), qui s’identifie
a` π1(M), et a un e´le´ment de π1(M) qui n’est pas dans le sous-groupe d’indice deux π1(M˜).
Nous affirmons que tat−1 est t ou t−1, de sorte que le sous-groupe engendre´ par t est encore
normal dans π1(M).
En effet, choisissons un point base x0 ∈ M et un releve´ x˜0 ∈ M˜ de telle sorte que
x˜0 soit dans une fibre re´gulie`re de M . L’inclusion M˜ ⊂ M fournit une identification
π1(M˜, x˜0) = π1(M, x˜0) et la projection de reveˆtement p une identification de π1(M˜, x˜0)
avec un sous-groupe d’indice deux dans π1(M,x0). Choisissons encore un lacet α dans M
base´ en x0 repre´sentant a, dont le releve´ α˜ dans M˜ connecte x˜0 a` σ(x˜0), un lacet τ˜ dans
M˜ base´ en x˜0 qui repre´sente t, et notons τ la fibre de M contenant x˜0 oriente´e de telle
sorte qu’elle repre´sente aussi t (en particulier, τ˜ et τ sont homotopes dans M).
Conside´rons le lacet α˜σ(τ˜)(α˜)−1 de M˜ . D’une part, il se projette dans M sur un lacet
ατα−1 qui repre´sente ata−1. D’autre part, il est librement homotope dans M au lacet
σ(τ), qui est une fibre re´gulie`re oriente´e, donc qui est aussi librement homotope dans M a`
τ ou a` (τ)−1 ; par suite ata−1 est conjugue´ dans π1(M, x˜0) a` t ou a` t
−1 ; mais t engendre
dans π1(M, x˜0) un sous-groupe qui est cyclique infini normal, donc ata
−1 est l’un de t ou
t−1, comme affirme´ plus haut.
Ceci ache`ve la preuve de l’affirmation (II). Le the´ore`me 15 permet de conclure. 
19. The´ore`me. Soit M une 3-varie´te´ non orientable qui ne contient pas de P2 × I non
standard, dont le groupe fondamental Γ est infini et n’est pas die´dral infini. Alors Γ n’est
pas cci si et seulement si P(M) est une varie´te´ de Seifert modulo P.
En particulier, pour un groupe fondamental infini Γ d’une 3-varie´te´ non orientable, les
quatre proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) Γ est groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert modulo P ;
(ii) Γ posse`de un sous-groupe normal cyclique infini ;
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(iii) Γ n’est pas cci ;
(iv) Γ posse`de un sous-groupe d’indice 2 qui est groupe fondamental d’une varie´te´ de
Seifert orientable.
Lorsque Γ n’a pas d’e´le´ment d’ordre deux, ces proprie´te´s sont encore e´quivalentes a` :
(v) Γ est groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert.
De´monstration. Le the´ore`me 19 re´sulte de la proposition 18 comme le the´ore`me 13 re´sulte
du the´ore`me 12. 
XI. Cas d’un entrelacs et cas d’une varie´te´ hyperbolique
20. Corollaire. Soit L un noeud dans S3. Alors le groupe de L est cci si et seulement si
L n’est pas un noeud torique.
De´monstration. D’une part, le groupe d’un noeud est infini (le the´ore`me de Hurwitz et la
dualite´ d’Alexander montrent que son abe´lianise´ est cyclique infini). D’autre part, on sait
essentiellement depuis la classification par Seifert des structures de Seifert sur la sphe`re
que le comple´mentaire d’un noeud dans S3 posse`de une fibration de Seifert si et seulement
si le noeud est torique (voir par exemple [Mose–71]). 
Remarque. Plus ge´ne´ralement, soit L un entrelacs dans S3. Les conditions suivantes sont
e´quivalentes [BuMu–70] :
(i) le centre du groupe fondamental π1(S
3 \ L) n’est pas re´duit a` 1 ;
(ii) le groupe fondamental π1(S
3 \ L) n’est pas cci ;
(iii) l’entrelacs L est une re´union finie de fibres d’une fibration de Seifert de S3.
Voici enfin un e´nonce´ qu’on pourrait sans doute de´duire de ce qui pre´ce`de, mais dont
nous pre´fe´rons donner une de´monstration dans un autre contexte.
21. Proposition. Le groupe fondamental d’une varie´te´ hyperbolique orientable de volume
fini est toujours un groupe cci.
De´monstration. Un tel groupe fondamental est un re´seau dans la composante connexe du
groupe des isome´tries de l’espace hyperbolique. Or c’est une conse´quence du the´ore`me
de densite´ de Borel [Bore–60] que, plus ge´ne´ralement, dans un groupe de Lie G connexe
simple non compact a` centre re´duit a` un e´le´ment, tout re´seau Γ est cci.
Plus pre´cise´ment, soit γ ∈ Γ, γ 6= 1. Il s’agit de montrer qu’il existe une suite infinie
(γj)j≥1 telle que les conjugue´s γjγγ
−1
j soient distincts deux a` deux. On pose γ1 = 1 et on
proce`de par re´currence.
Supposons qu’il existe une suite (γj)1≤j≤k telle que les e´le´ments γ
−1
j γγj (1 ≤ j ≤ k)
sont distincts deux a` deux. Pour chaque j ∈ {1, ..., k}, le ferme´ de Zariski
ZG(γ)γj = {g ∈ G : g
−1γg = γ−1j γγj}
est distinct de G, sinon γ serait dans le centre de G. (La notation ZG(γ)γj indique le
translate´ par γj d’un centralisateur dans G.) Comme la re´union d’un nombre fini de
ferme´s de Zariski distincts de G est distincte de G, la proprie´te´ de Γ d’eˆtre Zariski-dense
dans G implique qu’il existe γk+1 ∈ Γ tel que
γk+1 /∈
⋃
1≤j≤k
ZG(γ)γj.
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Par suite les e´le´ments γ−1j γγj (1 ≤ j ≤ k + 1) sont distincts deux a` deux.
Il en re´sulte que la classe de conjugaison de γ dans Γ est infinie. 
Notons que la conclusion de la proposition et sa de´monstration valent pour un sous-
groupe Zariski-dense d’un groupe de Lie alge´brique re´el de centre re´duit a` 1, et en parti-
culier pour une varie´te´ hyperbolique de volume fini en toute dimension n ≥ 2.
Plus ge´ne´ralement, on peut montrer que le groupe fondamental d’une 3-varie´te´ (com-
pacte ou non) hyperbolique non e´le´mentaire est un groupe cci. Une varie´te´ hyperbolique,
quotient de l’espace hyperbolique H3 par un groupe discret sans torsion Γ d’isome´tries de
H3, est dite e´le´mentaire si l’ensemble limite de Γ dans le bord S2 de H3 a au plus deux
points, c’est-a`-dire si Γ posse`de un sous-groupe d’indice fini isomorphe a` Zd (d ≤ 2).
XII. Groupes de dimension cohomologique trois a` dualite´ de Poincare´
Soit Γ un groupe de dimension cohomologique trois a` dualite´ de Poincare´ ; nous e´crirons
succintement : “soit Γ un groupe DP(3)”, et nous renvoyons au § VIII.10 de [Brow–82]
pour la de´finition. Rappelons toutefois qu’un groupe DP(3) est sans torsion, que tout
groupe fondamental d’une 3-varie´te´ ferme´e asphe´rique7 est un groupe DP(3), et qu’on ne
connaˆıt pas d’autre exemple. Notons aussi que, si le groupe fondamental d’une 3-varie´te´
M est DP(3), alors la varie´te´ P(M) est ne´cessairement ferme´e et P2-irre´ductible
L’analogue de la conjecture des fibre´s de Seifert pour les groupes DP(3) est le corollaire
0.5 de [Bowd–04] :
22. Proposition (Bowditch). Un groupe DP(3) qui contient un sous-groupe normal
cyclique infini est le groupe fondamental d’une varie´te´ de Seifert ferme´e.
Dans le cadre de ce paragraphe, voici l’analogue des the´ore`mes 13 et 19.
23. Proposition. Un groupe DP(3) n’est pas cci si et seulement si c’est le groupe fonda-
mental d’une varie´te´ de Seifert.
De´monstration. Soit Γ un groupe DP(3) qui n’est pas cci ; il s’agit de montrer qu’il existe
une varie´te´ de Seifert dont Γ est le groupe fondamental. Par le lemme 9, il existe dans Γ
un sous-groupe Γ0 qui est distingue´, abe´lien, de type fini et infini ; de plus, sa dimension
cohomologique est au plus trois. Par suite, Γ0 est isomorphe a` l’un des groupes Z, Z
2, Z3.
Supposons d’abord Γ0 d’indice fini. Sa dimension cohomologique est alors trois (the´o-
re`me VIII.3.1 de [Brow–82]), de sorte que Γ0 est isomorphe a` Z
3. L’argument du quatrie`me
cas de la preuve du the´ore`me 12 permet de conclure.
On suppose de´sormais Γ0 d’indice infini, et donc isomorphe a` l’un des groupes Z, Z
2,
par le the´ore`me 1 de [Hill–87]. Si Γ0 = Z, la proposition 22 permet de conclure.
On peut donc supposer que Γ0 est isomorphe a` Z
2. Le corollaire de [Hill–87] implique
alors qu’il existe une 3-varie´te´ P2-irre´ductible dont Γ0 est le groupe fondamental. Le
the´ore`me 12 et la proposition 17 permettent de conclure. 
7Ou, de manie`re e´quivalente, tout groupe fondamental d’une 3-varie´te´ ferme´e P2-irre´ductible a` reveˆ-
tement universel non compact.
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XIII. La proprie´te´ cci forte
Une application a` certaines repre´sentations unitaires
Dans l’introduction, nous avons rappele´ que la proprie´te´ pour un groupe Γ d’eˆtre cci se
traduit en termes de l’alge`bre de von Neumann W ∗λ (Γ) ; elle a aussi des conse´quences pour
l’e´tude des repre´sentations unitaires de Γ, et donc [Harp] des C∗-alge`bres associe´es. Avant
d’en citer une, rappelons d’abord une de´finition de [BeHa–94] : un groupe Γ est fortement
cci si, pour toute partie finie F de Γ disjointe de {1}, il existe une suite infinie (γj)j≥1
d’e´le´ments de Γ telle que, pour tout x ∈ F , les e´le´ments γ−1j xγj sont distincts deux a` deux.
En fait, cette proprie´te´ est e´quivalente a` la proprie´te´ cci (comme de´ja` note´ dans une note
de [BeHa–94] ajoute´e aux e´preuves).
24. Proposition. Un groupe est cci si et seulement s’il est fortement cci.
De´monstration. Soit Γ un groupe non re´duit a` un e´le´ment, et cci ; il s’agit de montrer que
Γ est fortement cci. Soit F ⊂ Γ \ {1} un ensemble fini. Nous affirmons que, pour tout
k ≥ 1, il existe une suite γ1, . . . , γk ∈ Γ telle que, pour tout f ∈ F , les e´le´ments γjfγ
−1
j
(j = 1, . . . , k) sont distincts deux a` deux. On pose γ1 = 1 et on proce`de par re´currence
sur k, en supposant l’affirmation de´montre´e jusqu’a` k.
Comme Γ est cci, le centralisateur ZΓ(f) de f dans Γ est d’indice infini pour tout f ∈ F .
Or c’est un fait classique qu’un groupe infini (ici Γ) n’est jamais re´union d’un nombre fini
de classes a` droite suivant des sous-groupes d’indices infinis (ici les ZΓ(f)γj) ; voir le lemme
4.1 de [Neum–54]. Nous pouvons donc choisir γk+1 ∈ Γ tel que γk+1 /∈ ∪ZΓ(f)γj (re´union
sur f ∈ F et j = 1, . . . , k). Il est alors imme´diat de ve´rifier que, γjfγ
−1
j 6= γk+1fγ
−1
k+1 pour
tous j ∈ {1, . . . , k} et f ∈ F . 
Rappelons encore qu’une repre´sentation unitaire π d’un groupe Γ dans un espace de
Hilbert Hpi est dite de classe (C0) si, pour tout vecteur unite´ ξ ∈ Hpi, la fonction de
type positif γ 7→< ξ|π(γ)ξ > tend vers 0 a` l’infini de Γ. Nous e´crivons π ≺ ρ si une
repre´sentation unitaire π est faiblement contenue dans une repre´sentations unitaire ρ.
25. Proposition. Si Γ est un groupe cci et si π une repre´sentation de Γ de classe (C0),
alors λΓ ≺ π.
De´monstration. Soit δ : Γ→ C la fonction de´finie par δ(γ) =< ξ1|λΓ(γ)ξ1 > ou` ξ1 ∈ l
2(Γ)
est la fonction caracte´ristique de {1}; nous avons donc δ(1) = 1 et δ(γ) = 0 si γ 6= 1. Vu
la proposition 18.1.4 de [DiC∗], il suffit de ve´rifier que δ est approchable par des fonctions
de type positif associe´es a` π.
Soit F une partie finie de Γ disjointe de {1}. Soit (γj)j≥1 une suite comme dans la
de´finition de “fortement cci”. Par hypothe`se sur π, nous pouvons choisir un vecteur unite´
ξ0 ∈ Hpi tel que
lim
j→∞
< ξ0|π(γ
−1
j xγj)ξ0 >= 0 pour tout f ∈ F
car γ−1j fγj 6= γ
−1
k fγk si j 6= k. De´finissons φF,j : Γ→ C par
φF,j(γ) =< π(γj)ξ0|π(γ)π(γj)ξ0 > .
Nous avons donc bien limj→∞ φF,j(f) = δ(f) pour tout f ∈ F ∪ {1}. 
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En d’autres termes, et avec les notations de [Harp], si Γ est un groupe cci et si π est
une repre´sentation de Γ de classe (C0), alors la C
∗-alge`bre re´duite C∗λ(Γ) est naturellement
un quotient de la C∗-alge`bre C∗pi(Γ) associe´e a` π.
C’est une question naturelle que de demander dans quel cas, pour un 3-groupe Γ qui
est cci, la C∗-alge`bre re´duite C∗λ(Γ) est simple. (C’est par exemple toujours le cas si Γ est
le groupe fondamental d’une varie´te´ hyperbolique close.)
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